Recently, many economic phenomena such as currency crises, inflation episodes, endogenous collusion in oligopolies, and cycles of economic activity, started to be described as a result of escape dynamics in economic models with adaptive learning. In adaptive learning literature, agents are considered as econometricians who estimate forecasting models using standard statistical procedures, form beliefs about an economic model, and act on the basis of these beliefs. Every period, the agents' beliefs are updated using the new data. New beliefs then affect actions and economic variables, and this process repeats period after period.
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If the agents believe that their world might be non-stationary, they could use adaptive learning with a constant gain, which discounts the past by assigning more weight to more recent data. In this case, the agents never learn the true Rational Expectations Equilibrium (REE) because there are persistent fluctuations caused by such learning. Rare events -large distance movements from the REE called "escapes" -may occur in this case with non-zero probability. During an escape, agents' beliefs about the model move away from nearly rational expectations. As a rule, their actions and the values of realized economic variables also deviate from those observed in the REE.
The analysis of escape dynamics caused by the adaptive learning process is possible using the theory of large deviations by Freidlin and Wentzel (1998) and others. In this paper, we extend the continuous-time approach to the escape dynamics analysis and compare it to the more commonly used discrete-time approach, using a model previously studied by Sargent (1999) and Cho, Williams, and Sargent (2002) as an example. The idea to extend the continuous-time approach is motivated by the restricted applicability and computational intensity of the discrete-time approach advocated by the recent economic literature.
There are three basic problems associated with the discrete-time approach. First, if the state variable process is subject to unbounded (for example, Gaussian) shocks, the discrete time version of the large deviations theory does not contain theoretical results allowing for a full description of escape dynamics. In particular, the most probable point of escape from the neighborhood of REE and the expected time until escape, are unavailable. Second, characterizing escape dynamics for the discrete-time process in a way proposed by Williams (2001) implies numerical calculation of a functional in a calculus-of-variation problem that leads to a system of non-linear differential equations with numerically derived right hand side functions. For complicated problems (many lags, high dimensionality) this approach can become numerically intractable. Finally, analytical solution for escape dynamics of a discrete-time process can be derived only for a restrictive form of learning processes, such as recursive least squares with a constant gain or stochastic gradient learning.
In the continuous-time approach, a diffusion approximation of the original discrete-time equations describing adaptive learning is derived, and then escape dynamics is studied for this approximation. This approach partially resolves the above problems. Since diffusion is a natural approximation for a difference equation with Gaussian noise and since Freidlin and Wentzel have developed the theory of large deviations for diffusions, the problem of insufficient theoretical results is removed. The second and the third problems are partially alleviated because the approximating diffusion is linear. In the large deviations theory, all escape dynamics characteristics, such as the expected time until the beliefs escape any given neighborhood; the point through which this escape is most likely; and the probability of leaving the neighborhood within a given amount of time are obtained by minimizing a so-called action functional on the boundary of the neighborhood. Given our choice of a linear approximating diffusion, this is a standard linear control theory problem, and the problem of minimizing the action functional is reduced to the trivial task of finding a minimum of a quadratic form on the boundary.
We applied the continuous-time approach to the Phelps problem of government controlling inflation using an approximate Phillips curve. The results were not good due to the limited validity of diffusion approximation for economically plausible values of the constant gain parameter ε. Limited validity of the approximation, in turn, is caused by bad averaging in the model (high "noise-to-signal" ratio near the equilibrium). To account for this, we used a "modified" diffusion approximation without the drift term and the formula for the mean exit time of one-dimensional Brownian motion, rather than limiting characteristics provided by the theory of large deviations. We managed to predict the values of mean escape times with high precision for the "modified" approximation.
As another result of this paper, we express reservations regarding the applicability of large deviations theory for the characterization of mean escape time for economically plausible values of gain in the model. We show that for the region of gain values used in the economics literature, simple considerations and formulae work much better than large deviations theory's results. This, again, is explained by bad averaging for a relatively large ε in this model.
We suggest two changes to help the approaches based on large deviations theory work to better in terms of characterizing the mean escape time for the model and gain values considered: to set a lower mean unemployment rate and to use better specified learning of agents. In general, one has to look for economically sensible models with better averaging for economically plausible gain values in order to apply large deviations theory characteristics of the mean escape time.
Non Technical Summary
Mnoho ekonomických jevů jako měnové krize, inflace, endogenní tajné dohody oligopolů a ekonomické cykly začaly být v poslední době popisovány jako důsledek únikové dynamiky v ekonomických modelech s adaptivním učením. V relevantní literatuře jsou ekonomičtí agenti uvažováni jako ekonometrové, kteří použitím standardních procedur odhadují předpovědní model, formují domněnky o ekonomickém modelu a jednají na jejich základě. Každé časové období jsou domněnky aktualizovány použitím nových dat. Nové domněnky pak ovlivňují akce a ekonomické proměnné s tím, že se tento proces opakuje každé další časové období.
Pokud se agenti domnívají, že jejich svět by mohl být nestacionární, mohli by použít adaptivní učící proces s konstantním přínosem, který více diskontuje minulost tím, že přisuzuje vyšší váhu novějším datům. V tomto případě agenti nikdy nepoznají správnou "rovnováhu při racionálních očekáváních" (REE), protože zde existují přetrvávající fluktuace způsobené tímto typem učícího procesu.
Vzácné události, tj. velká odchýlení od REE nazývaná "úniky" se mohou za těchto předpokladů vyskytovat s nenulovou pravděpodobností. Domněnky agentů o ekonomickém modelu se během úniku odklání od skoro racionálních očekávání. Je pak pravidlem, že jejich akce a hodnoty zjištěných ekonomických proměnných se taktéž odklání od těch pozorovaných v REE.
Analýza únikové dynamiky způsobené adaptivním učením je možná s použitím teorie velkých odchylek od Freidlina and Wentzela (1998), ale i jiných. V této studii rozšiřujeme časově spojitý přístup v analýze únikové dynamiky a porovnáváme ji s více používaným časově diskrétním přístupem a k tomu používáme jako příklad model, který byl předtím studován Sargentem (1999) and Cho, Williamsem, and Sargentem (2002) .
Myšlenka rozšířit časově spojitý přístup je motivována omezenou aplikovatelností a výpočetní náročností časově diskrétního přístupu obhajovaného v současné ekonomické literatuře. S časově diskrétním přístupem jsou dále spojeny následující tři základní problémy: zaprvé, pokud je stavově proměnný proces ovlivněn neohraničeným (například Gausovským) šokem, časově diskrétní verze teorie velkých odchylek neobsahuje teoretické výsledky, které by plně popisovaly únikovou dynamiku. Zejména pak nelze získat nejpravděpodobnější bod úniku z okolí REE a očekávanou dobu úniku. Zadruhé, charakterizace únikové dynamiky pro časově diskrétní proces tak jak jej navrhuje Williams (2001) implikuje numerickou kalkulaci funkcionálního početně-variačního problému, která vede k systému nelineárních diferenciálních rovnic s numericky odvozenými funkcemi pravé strany. U složitějších problémů (mnoho zpoždění, vysoká rozměrnost) se tento přístup může stát numericky nezvladatelný. Zatřetí, analytické řešení únikové dynamiky časově diskrétního procesu může být odvozeno pouze pro restriktivní formu učícího procesu, jako například rekurzivní nejmenší čtverce s konstantním přínosem nebo stochasticky gradientní učení. V časově spojitém přístupu je odvozena difusní aproximace původních časově diskrétních rovnic popisujících adaptivní učení. Z této aproximace je posléze studována dynamika úniku.
Tento přístup částečně řeší výše uvedené problémy. Problém nedostatečných teoretických výsledků je odstraněn, protože je difuze přirozenou aproximací diferenční rovnice s Gaussovským šumem a protože Friedlin a Wentzel vyvinuli teorii velkých odchylek pro difuze. Druhý a třetí problém je částečně vyřešen tím, že aproximující difuze je lineární. V teorii velkých odchylek jsou všechny charakteristiky dynamiky úniku jako jsou očekávaná doba kdy domněnka opustí některé dané okolí, nejpravděpodobnější bod úniku a pravděpodobnost opuštění okolí v rámci daného množství času, odvozeny minimalizací tzv. akčního funkcionálu na hranici okolí. Za předpokladu našeho daného výběru aproximační difuze jde o standardní problém teorie lineárního řízení rezultující v redukci problému minimalizace akčního funkcionálu na jednoduchou úlohu hledání minima kvadratické formy na hranici.
Použili jsme časově spojitý přístup k Phelpsově problému vládního inflačního řízení a přibližnou Phillipsovu křivku. Výsledky nebyly dobré zásluhou omezené validity aproximace difuze pro ekonomicky přijatelné hodnoty konstantního parametru přínosu ε. Tato omezená validita aproximace je na druhou stranu způsobena špatným průměrováním v modelu (vysoký podíl koeficientu "šumu k signálu"). Abychom tento problém odstranili, použili jsme "modifikovanou" difuzní aproximaci bez časového driftu a rovnici pro střední hodnotu času úniku jednodimenzionálního Brownova pohybu namísto limitní charakteristiky získané z teorie velkých odchylek. Pro "modifikovanou" aproximaci se nám podařilo předpovědět střední hodnoty doby úniku s vysokou přesností.
Dalším výsledkem této studie je, že vyjadřujeme výhrady ohledně aplikovatelnosti teorie velkých odchylek při charakterizaci středního únikového času pro ekonomicky vhodné hodnoty přínosu v modelu. Ukazujeme, že pro hodnoty přínosu v intervalu uváděném v ekonomické literatuře fungují jednoduchá uvažování a rovnice daleko lépe než výsledky z teorie velkých odchylek. Toto je opět vysvětlováno špatným průměrováním pro relativně velké hodnoty parametru ε v modelu.
Pro lepší fungování přístupů založených na teorii velkých odchylek při charakterizaci střední doby úniku a hodnoty přínosu navrhujeme dvě změny: nastavit menší střední hodnotu míry nezaměstnanosti a lépe specifikovat učící proces ekonomických agentů. Obecně je pak třeba hledat ekonomicky rozumné modely s lepším průměrováním pro ekonomicky přijatelné hodnoty přínosu, aby bylo možno aplikovat charakteristiky střední doby úniku z teorie velkých odchylek.
